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Chapter 1 

Notions de base 


1.1 Champ Scalaire, Champ Vectoriel 

1.1.1 Definition d’un champ 

On parle d’un champ d’une grandeur lorsqu’on peut definir cette grandeur 
en tout point M d’une region donnee de l’espace. 

Exemple 

- Champ de temperature 

- Chmap de pesanteur 

- Champ de vitesse 

- etc... 

1.1.2 Champ scalaire 

Soit / une grandeur scalaire (temperature, pression,...). L’ensemble des 
valeurs f(M ) fonctions du point M d’une region de l’espace constitue un 
champ scalaire de la function /. 

Proprietes 

- Le champ scalaire / est uniforme si / est une constante en tout point 
M de la region de l’espace considere. 

- Le champ / est est permanent s’il est independant du temps fix. y. z) 

Exemple: 

La donnee des temperatures Ti, T 2 , T 3 , ... associees aux points Mi, M 2 , M 3 , ... 
de la region (voir figure ci-dessous) definit un champ de temperature. C’est 
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un champ scalaire. 



1.1.3 Champ Vectoriel: 

Soit V une grandeur physique vectorielle, alors l’ensemble des vecteurs V (M) 
associes a chaque point M d’une region donnee de l’espace, forme ce qu’on 
appelle un champ vectoriel. 

Proprietes: 

- V est uniforme si la grandeur vetorielle a le meme module, la meme 
direction et le meme sens en tout point M de la region de l’espace. 

- Un champ vectoriel est radial si le support du vecteur V (M) passe par 
un point fixe 0 et ceci quelque soit le point M de la region consideree. 

Exemples: 

■ Champ de vitesses 

■ Champ d’ acceleration 

■ Champ de pesanteur 


1.2 Systemes de coordonnees 

1.2.1 Vecteur position 

Soit un repere orthonorme Oxyz, de vecteurs unitaires e x , e y . e~ et soit M un 
point de coordonnees x, y. z. la quantite suivante 


OM = xe x + ye y + ze z = 


/A 

y 


( 1 . 1 ) 


est le vecteur position note aussi OM = r . On peut associer a ce point M un 
champ de vecteur V (. M ) d’origine M. de composantes X, Y, Z. On obtient 


1.2 SYSTEMES DE COORDONNEES 

alors une fonction de point a valeur vectorielle 


V (M) 


( X(x,y,z) ^ 
Y(x,y,z ) 

\ Z (x,y,z) 
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( 1 . 2 ) 


Comme signale precedement, l’ensemble des vecteurs V ( M ) constitue un 
champ de vecteurs dont un exemple est donne par le champ magnetique 
terrestre. 


1.2.2 Coordonnees cartesiennes 


r = ONI = xe x + ye y + ze z 

Si le point M subit un deplacement, on aura: 

dOM = dM = dxe x + dye y + dze z 

OM 2 = x 2 + y 2 + z 2 

(dON'i\ = dx 2 + dy 2 + dz 2 



1.2.3 Coordonnees cylindriques 

Pour une geometrie cymindrique, la base des vecteurs unitaires est donnee 
par les trois vecteurs 1 : e r ,eg,e z .On definit M par ses trois coordonnees r, 0 
et z on r, 6 sont les coordonnees polaires. 


1 On peut aussi utiliser la notation (~e P ,~eip,~e z ) pour les coordonnees cylindriques. 
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1.2.4 Coordonnees spheriques 


Pour une forme spherique, la base des vecteurs unitaires est donnee par les 
trois vecteurs: e r , eg, e , P . On definit dans ce cas M par les trois coordonnees 
r, (f et 0,On a 


x = r sin 6 cos ip 
y = r sin 9 sin ip 
z = r cos 6 
dOM = dre r + r sin 6d<p~e v + rdOeg 
(om) 2 = r 2 

(dOA'l^j = dr 2 + r 2 sin 2 9dip 2 + r 2 dO 2 
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1.3 Operations sur les vecteurs 

1.3.1 Somme de vecteurs 


La somme V de deux vecteurs V\ . V 2 est donnee par: V 


Si 


alors 



( X1 ) 



V 1 = 

yi 

et V 2 = 

V2 




U/ 


^ Xi + x 2 ^ 


V = 

2/i + 2/2 



^1 + ^2 j 



E1 + E2 



K 


1.3.2 Produit scalaire 

Le produit scalaire de deux vecteurs 
est donne par la quantite scalaire S = V\ . V 2 
Par definition: 

S = ViV '2 cos a 

ou Tangle a est defini par a = (Vi,V^). 

Deduction: 

• Le produit scalaire de deux vecteurs perpendiculaires est nul, car a = |. 

• Pour les vecteurs unitaires e x ,e y , e z on a 

&X'^y ^Z m ^x d 

&Z'&z 1 



( 1 . 3 ) 

( 1 . 4 ) 
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Expression cartesienne du produit scalaire 


S — (. X\e x + Y\e y + Z\e z )- {X 2 e x + Y 2 e y + Z 2 e z ) — X\X 2 + Y{Y 2 + Z\Z 2 


1.3.3 Produit vectoriel 

P = E aF 2 

Par definition, P est un vecteur 

- perpendiculaire au plan (E,E), 

- oriente de telle sorte que le triedre V\ ,V 2 ,P soit direct, 

- de norme EE \sina\ ou a = (E,E). 


-» 





Remarque 

• Le produit vectoriel de deux vecteurs paralleles est nul, car a = 0. 

• Pour les vecteurs unitaires e x . e y , e z , on a 

e x A e x = e y A e y — e z A e z — 0 
\\e x A e y \\ = || A e z || = ||e z A e x || = 1 


Expression cartesienne du produit vectoriel : 

P = (Aie x + I \e y + Zie z ) A (X 2 e x + Y 2 e y + -Ee z ) 

= (EZ 2 - Y 2 Z 1 )e x + (X 2 Z 1 - X 1 Z 2 )e y + (X 1 Y 2 - X 2 Y x )e z 

1.4 Operateurs different iels 

1.4.1 Gradient 

Definition: 

Le gradient d’une fonction scalaire f(x, y, z ) est un champ vectoriel note grad 
f (ou encore V/ , avec V l’operateur vectoriel polaire nabla). L’operateur 
grad f associe a une fonction scalaire f(x, y, z ) un vecteur de composantes 
(U df d£\ 

y dx ’ dy ’ dz J 



1.4 OPERATEURS DIFFERENTIELS 
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Exemple: 

Trouver l’operateur vecteur gradient du champ scalaire 


Reponse: 


f(x,y,z ) = X 2 + 2 y + xyz 


grad f(x,y,z ) = 


V*/ \ *y J 


Remarque: 

Le vecteur gradient depend du point M(x,y,z) 


Variation d’un champ scalaire: 


Soit f(x, y, z, t ), on t est le parametre temps. La variation totale de la fonc- 
tion f(x, y, z ) en fonction des variations dx, dy, dz et dt est donnee par 


df 


df , df , df , df 
~ J~dx + -J-dy + t fdz + -rfrdt 
dx dy dz dt 


(1.5) 


On remarque que la quantite ^ dx + dy + j:dz n’est autre que le produit 
sclaire (gradf\ AM. On en deduit alors la relation 


df 


> \ — i df 

gradf ) AM + -d-dt 
J dt 


( 1 . 6 ) 


Remarque: 

Si la fonction / ne depend pas du parametre t. alors 


df — 



gradf ) AM 


(1.7) 
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Aspect Geometrique 

Soit le gradient d’une fonction scalaire gradf, 

Definition: Surface de niveau 

Une surface de niveau est toute surface pour laquelle la fonction / est 
une const ante. 


Proposition: direction du gradient 

Le gradient d’une fonction / sur une surface de niveau en 1111 point 
M est un vecteur pcrpendiculaire a cette surface. 

Demonstration: 

Sur une surface de niveau, la fonction / est une constante. Ceci 
correspond a ecrire df = 0. 

Pour toute fonction f(x,y,z ) = const., et pour un point M se deplagant 
sur cette surface, on a: 


On en deduit que le vecteur grad/ est normal a la surface de niveau: 
grad/ _L .Proposition: Sens du gradient : 

Le gradient donne la direction le long de laquelle le champ varie le plus. 
II est dirige dans le sens des fonctions / croissantes. 

Demonstration: 

Soit df = gradf .dM = |grad/| . ||dM| .cos 6 

avec 9 = (gradf ,dM). 

df est maximal si cos 6 = 1 cad si gradf / / dM 

Le vecteur gradf est oriente dans le sens des valeurs croissantes de /. 


f(x,y,z) = cte. 
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Expressions de gradf dans les differents systemes de coordonnees 


Coordonnees cartesiennes : / = f(x,y,z ) 


„ df _ df _ Of _ 

gradf = —e x + —e y + —e z = 
ox oy oz 


( u\ 

dx 

df 

dy 

91 

\9z ) 


Coordonnees cylindriques : / = /(r, 9, z ) 

Soit 

grad / = (grad f) r e r + (grad f) g e g + (grad f) z e z 
dM = dre r + rdOeg + dze z 

Ceci donne: 

df = ( gradf .dM 'j = (grad f) r dr + (grad f)grdO + ( gradf) z dz 


,, df df df 
df = zz~dr + — dd + — dz 
or 09 Oz 


Par identification on aura 


grad / = 


/ 91 \ 

dr 

1 9 £ 

r 89 

91 

\ 9z ) 


( e r ,ee,e z ) 


Coordonnees spheriques: / = f(r,9,<p) 
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Un calcul analogue au precedent donne : 


grad / = 


( 


9£ 

dr 

1 91 
r 09 


\ 


\ -JL _ 91 I 

\ r sin 6 dip / (g^g^) 


1.4.2 Divergence 

L’operateur div (ou encore V. ) associe a un vecteur V le produit scalaire 
de V par ce vecteur 

divC = V.C (scalaire) (1.8) 

Coordonnees cartesiennes : 


div V 


dV x dV v dV z 

dx dy dz ’ 


Exemple: 

Soit le vecteur position 


on a 


r = xe x + ye y + 


div r 


dx dy dz 
dx dy + dz 


Coordonnees cylindriques : 

On montre que div V peut se mettre sous la forme condensee suivante : 


div V 


1 p(rK) g^l 9Vz 

r dr d6 dz ’ 


Coordonnees spheriques : 

Une expression simplifiee de div V est donnee par : 

y 1 d(r 2 V r ) 1 d (Vo sin 6) 1 dV v 

r 2 dr r sin 0 dO r sin 0 dtp ’ 


Divergence et flux d’un vecteur : 
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Par definition, la differentielle du flux de V a travel's une surface fermee 
(S) est reliee a la divergence de V par : 

d<f> = div V dr 

ou dr represente un volume elementaire : la divergence d’un champ vectoriel 
represente le flux de ce vecteur sortant de l’unite de volume. 

On en deduit : 

$ = // V.dS =111 div VdT 
JJ(s) 

Cette formule, dite de Green-Ostrogradsky (sera traitee ulterieurement) 
facilite le calcul du flux d’un vecteur a travel's une surface fermee. 


1.4.3 Rotationnel 

C’est un operateur qui transforme un champ vectoriel en un autre champ 
vectoriel. L’operateur rot (ou encore VA) associe a un vecteur V le produit 
vectoriel de V par ce vecteur : 

rot V = V AV 

Coordonnees cartesiennes : 



Coordonnees cylindriques : 



_ 1 dV z _ dV e 
r 39 dz 

_ dV r _ dV z 
e dz dr 
1 f d (rV 0 ) _ dV r ' 
r dr dO 



12 


CHAPTER 1 NOTIONS DE BASE 


Coordonnees spheriques : 


(rotV ) 


1 

r sin 0 


d sin 9V v 

m 


dV 0 

dp 


rotV 


1 dV r _ Id (r%) 
r sin 0 dp r dr 


d{rV e ) _ dV r r _ 
dr d9 

Exemple: 

Soil le vecteur position 



r = xe x + ye y + ze z 


on a 


/ dz _ 

dy \ 


M 

dy 

dz 


dx 

dz 


0 

dz 

dx 


, dy _ 
\ dx 

dx . 

dy ) 


l°J 


1.4.4 Laplacien 

L’operateur Laplacien (note A) est defini par : 


. d 2 d 2 d 2 

A = 1 1 

dx 2 dy 2 dz 2 


II peut s’appliquer a une fonction scalaire : 


A/ 


d 2 f d 2 j d 2 f 

dx 2 dy 2 dz 2 


( 1 . 9 ) 


_ d 2 V d 2 V d 2 V 

dx 2 dy 2 dz 2 

= (AV X ) e x + (A V y ) e y + (AV Z ) e z 


ou vectorielle: 



1.4 OPERATEURS DIFFERENTIELS 
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Exemple: 

A r 2 = A (x 2 + y 2 + z 2 ) 

d 2 x 2 d 2 y 2 d 2 z 2 

dx 2 d y 2 dz 2 

= 6 


1.4.5 Relations Utiles 

Produit mixte: A.(B AC) — C.(A A B) = B.(C A A) 

Double produit vectoriel: A A B A C = B.(A.C) — C(A.B) 

f et p etant des fonctions scalaires, on a: 

grad(/p) = /gradp + pgrad/ 
div(/A) = grad(/).A + /div A 
div(A A B) = B.rot(A) — A:rot(B ) 
rot(f.A) = ^grad/j A A + frat(A) 

div (grad/) = A/ 
div(roiA) = 0 
rot (grad/) = 0 

rot(rotA) = grad(div A) — AA 
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Remarques 

Dans ce qui suit des remarques importantes concernant quelques aspects 
physiques engageant les differents operateurs (le rotationnel, le gradient et 
la divergence). 

1) Equations de Maxwell 

Nous allons voir dans le cours d’electricite 2, qu’uu uu champ electromag- 
netique de la physique classique, est caracterise par deux types de champs de 
vecteurs E(r,t ) et B(r,t). Se sont le champ electrique E(r,t ) et magnetique 
B(r,t ) qui obeissent a des equations tres speciales (dites de de Maxwell) a 
savoir 


div E 
div B 

rotE 

rotB 

En effet etant donne que : 


0 

0 

d B 
~~di 
1 d E 
c 2 dt 


V A A a j = V ^V.aj — A. a 

On obtient a partir de (3) et (4) 

v(vJ)-aJ=-|(vab) 

( E9E\ 
dt y c 2 dt J 


Ce qui donne 


Ainsi que 


A E 


1 d 2 E _ - 

W ~ ° 


A B 


1 d 2 B _ _ 


2) Arbitraire des Potentiels 

Le champ E electrique se derive d’un potentiel scalaire V. En effet 
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E = — gradV 

Cette formule montre que V donnant lieu au champ eletrique E n’est pas 
unique, car 

E = —gradE 

= -gmd (V + V 0 ) 

= —grade' 

Done e et V' donnent le meme champ electrique E. Ceci montre que le 
potentiel scalaire V fait appel a un arbitraire qui disparait qu’on on passe a 
la ddp ( different ielle de potentiel) 


ddp = V'-V 
= V 0 


Le champ magnetique, contrairement au champ electrique, se derive d’un 
autre potentiel A de nature vectorielle. En effet, la quantite 


B = V AA 


signifie aussi que le potentiel 


A'= A + Vx 

donne lieu au meme champ magnetique B car VA^A+Vx) = V A 

puisque V A Vx = 0 . Ceci montre, par analogic avec le champ electrique 
que le champ magnetique correspond aussi a des potentiels vecteurs defi 
a un arbitraire pres. 

3) La divergence 

II est facile de voir que divR = 0 (du fait que div(rotA) = 0 ) 

Nous verrons plus tard que la divergence est liee (via le theoreme de Green 
Ostrogradsky) a la notion de flux ou source de la densite de charge. 
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1.5 Transformations integrates 

Theoreme de Stokes (ou du rotationnel) : 


A.dl = 


( 5 ) 


rotA.dS [(S) s’appuie sur (C)] 


( 1 . 10 ) 


Theoreme de Green-Ostrogradsky (ou de la divergence) : 


A.dS = 


div A. dr 


(i.n) 


(A 


[(r) volume englobe par (5 1 )] 

Formule du gradient : 



grad/dr 



( 1 . 12 ) 



Chapter 2 

Theoremes Fondamentaux 


2.1 Flux a t ravers une surface 

Definition 

Le flux element aire d $ d’un vecteur A a travel's un element de surface 
d.S est le scalaire 


dA> = A .dS 


Le flux du vecteur A a travel's une surface finie 22 s’exprime par l’integralle 
de surface 


$ = 



~A.dS 


Le flux du vecteur A a travel's une surface fermee S est donne par 


$ = 


A.dS 


17 
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Orientation d’une surface: 


Exterieur 



Contour C 

Soit (C) le contour sur lequel s’appuie la surface (S'). Une fois (C) oriente, 
le sens du vecteur unitaire N est dehni par la regie du tire bouchon (sens 
dans lequel avance le tire bouchon quand on le tourne dans le sens positif 
choisi sur (C) ) 



Exemple d’application: 

Soit une sphere de centre O et derayon r. Calculer le flux du vecteur 
A (M) = exp(— y)"?r a travers cette sphere 

Reponse: 


2.2 THEOREME DE GREEN-OSTROGRADSKY 
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Comme dS = N dS et N = e r 



r 2 

= Anr 2 exp(— —) 


avec dS = r 2 sin 6 d6 dtp. La fonction exp(— y) est constante quand on se 
deplace sur la 
sphere. 


2.2 Theoreme de Green- Ostrogradsky 


Soil une surface fermee S quelconque englobant un volume v a l’nterieur 
duquel se trouve defini un champ de vecteurs A . Le theoreme de GO est 
donne par le resultat suivant 


A.dS = 


div A.dv 


(■ v ) 


le volume (v) est englobe par la surface ( S ) 

Enonce: 

Le flux d’un champ vectoriel A sortant d’une surface fermee (,S'j est egal 
a rintegrale de sa divergence div A, etendue au volume delimite par (S') 
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2.3 Theoreme de Stokes- Ampere 

2.3.1 Definition 

Le theoreme de GO permet de passer d’une integrale triple definie sur un 
volume v a une integrale double etendue sur une surface S delimitant un 
volume (v) 

Une formule analogue permet de transformer une integrale double etendue 
a une surface ouverte en une integrale simple etendue au contour (C) sur 
lequel s’appuie Cette formule traduit mathematiquement le theoreme de 
Stokes- Ampere 



( 2 . 1 ) 


2.3.2 Enonce 


La circulation du champ vectoriel A le long d’un contour (C) est egale au flux 
du rotatonnel de ce champ vectoriel A a travers une surface (S) s’appuyant 
sur (C) 





C 


2.3.3 Champ a flux conservataif 

Un champ est dit a flux conservatif dans un domaine D de l’espace si son 
flux a travers toute surface S fermee appartenant a D est nul 


2.3 THEOREME DE STOKES- AMPERE 
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Illustration 

Considerons la surface fermee constitute d’un tube de champ T et de deux 
surfaces Si et S 2 s’appuyant sur deux contours, de meme oreientations, traces 
sur T et soient les flux $1 et $2 d’un champ a flux conservatf respectivement 
a travers S\ et S' 2 . 


lignes de champs 



$ = 


A.dS + f f A.dS + f f A.dS = 0 

T J J S 1 J J S2 


Comme A±dS sur le tube T, on f <f T A.dS = 0. Ceci entraine 


$1 — $2 


2.3.4 Formules Utiles 

Formule du gradient : 


grad / dr = fdS 

(r) JJ(S) 


Formule du rotationnel : 


rotAdr = / / dS A A 

(r) JJ(S) 


(2.3) 


(2.4) 
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2.3.5 Application 

Soit le champ vectoriel 

V = (ax + by)e x + (cx + fy)e y 
et le contour ferine ABCDA precise sur la figure. 


A 

1 

C 

i 

' 

N W 

► 

1 


( 2 . 5 ) 


Verifier le theoreme de Stokes en calculant la circulation de V sur ce 
contour. 

On a d’une part : 

C = j VAl 


= j) ((ax + by)dx + (cx + fy)) dy 

pi pi pO pO 

= / axdx + (c + fy) dy+ (ax + b) dx + / fydy 

Jo Jo J i J 1 

= c — b 


et d’ autre part 


et comme : 


rotV.dS = 


( 5 ) 


rotV.NdS 


(O 


rotV = (c — b) e z et N = e z 


il vient : 


(O 


rotV.dS — I (c — b) dxdy = c — b 


2.3 THEOREME DE STOKES- AMPERE 
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2.3.6 Angle solide 

• Par definition Tangle solide dfl sous lequel on voit une surface elemen- 
taire dS a partir d’un point donne 0 est donnee par: 



Dans le cas oil Telement dS est pris sur la sphere de centre O et de rayon 
r, on a tout simplement : 



Exemple 4. 

• Espace entier : D = ^ ff s dS = = 47T 

• Demi-espace entier : D = 2tt . 

• Cone de demi-angle au sommet Oq : 


dS = 2-/rr sin arda 
= 2tt r 2 sin ada 
VL = ff s f = Jo* 0 2 tt sin ada 
= 2n (1 — cos«o) 




Chapter 3 

Loi de Coulomb 


3.1 Charges Electriques 

L ’unite de la charge dans le systeme international (SI) est le coulomb (de sym- 
bole : C). Son nom vient de celui du physicien frangais Charles de Coulomb. 
II est defnit comme etant la quantite d’electricite traversant une section 
d’un conducteur parcouru par un courant d’intensite de 1 ampere pendant 1 
seconde (1 C = ls-A). Elle est equivalente a 6, 24150962915265 x 10 18 charges 
element aires. 

La charge elementaire \e\ vaut \e\ ~ 1,602 x 10” 19 (7. La charge de 
1’ electron vaut — |e|, celle du proton est la plus petite charge electrique qu’on 
ait pu isoler jusqu’a present +|ej . Ainsi toute charge q est consideree multiple 
de la charge elementaire. Les atomes sont constitues de particules chargees 
a savoir les electrons et les protons dont les proprietes sont donnees par: 



Charge 

Masse 

Proton 

q p = +1,602 x 10- 19 C 

m p = 1,67-10 ~ 24 kg 

Electron 

q e = -1,602 x 10~ 19 C 

m e = 9, 1-10 ~ 31 kg 


II s’agit aussi, et essentiellement, de faire une distinction entre deux types 
de charges. 

a) Les charges ponctuelles 

Se sont des charges supposees de dimension nulle par analogie avec la 
notion du point materiel en mecanique. 
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b) Les distributions continues de charge 

Se sont des charges macroscopiques obtenues en faisant la sommation 
(integral) sur toutes les charges infinitesimales dq. Nous avons alors 

- Densite de charge lineique (sur un hi): 


A = ^(C.m ) 

q = I \dl 

- Densite surfacique (sur une surface) 


(n -2a 

17 = dS (Cm > 


(1 = 


adS 


- Densite volumique (sur un volume) 


P = 

q = 


JJJ pdV 


3.2 Constitution de la matiere 

L’etude des particules elementaires represente une direction, tres riche et 
prometteuse, de la science contemporaine a travers ses idees et implica- 
tions physiques tres importantes. Les particules elementaires sont dehnies 
comme etant les constituants fondamentaux de l’miivers. Ces particules sub- 
atomiques sont dites « elementaires » parce qu’elles ne resultent pas de 
l’interaction d’autres particules plus « petites ». A la base de cette defini- 
tion, un atome n’est pas considere etre une particule elementaire car il est 
constitue d’electrons, de protons et de neutrons. Ces deux derniers, designes 
par le terme generique, nucleons, car formant le noyau atomique, ne sont pas 
non plus elementaires car ils sont constitues de quarks. En revanche, en se 
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basant sur les derniers resultats de la recherche en physique, les electrons et 
les quarks sont des particules elementaires car ils ne sont constitues d’aucune 
autre particule. 

Dans ce qui suit, nous commengons tout d’abord par donner un apergu 
sur la matiere. 


3.2.1 Atome: 


Atome 



3.2.2 L’electron: 

L’electron est lin e particule elementaire appartenant a la famille des leptons. 
II a une charge electrique negative de (— e) = — 1, 610“ l9 C. Cette charge est 
consideree etre la charge electrique elementaire. Avec les protons et les neu- 
trons, l’electron forme les differents atoms connus. Sa masse est de l’ordre 
de m e = 9, 1.10 _31 /cg, soit 0, 511. MeV. 

3.2.3 Le proton: 

De charge positive (+e) = 1, 610~ 19 C et de masse m p = 1, 672 10~ 27 kg = 
1836 m e 

Le proton est present dans le noyau des atonies. II n’est pas une particule 
elementaire, etant compose de d’autres particules appelees quarks. 

3.2.4 Le neutron: 

Le neutron est une particule subatomique de charge nulle et de masse voisine 
de celle du proton, m n = 1,675 10 ~ 27 kg. Le neutron est present dans le 
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noyau des atomes. Si le nombre de protons d’un noyau determine son element 
chimique, le nombre de neutrons determine son isotope. Ajoutons aussi que 
le neutron n’est pas une particule elementaire, etant compose lui aussi de 
quarks. 


Remarque: 

La charge est une grandeur scalaire pouvant prendre des valeurs positives 
ou negatives. 


3.3 Conducteurs et isolants 

Dans les isolants ou dielectriques, la charge reste localisee la ou elle est creee. 
Elle ne peut pas se deplacer (bois, papier, verre, ...). Dans les conducteurs, 
la charge electrique peut se deplacer (metaux, electroytes, sol,...). Dans 
un conducteur solide, comme le cuivre, les ions positives Cu + sont disposes 
regulierement (reseau cristallin) et entre eux, se deplacent des electrons libres 
ou electrons de conduction. 

Dans un isolant, les electrons sont fortement lies aux atomes, il n’y a pas 
d’electrons libres. 

Les gaz sont formes de molecules neutres, ce sont des isolants. Mais sous 
Taction de champs electriques intenses ou a des temperatures elevees, il ya 
isonisation des molecules et apparition d’ions positifs et negatifs: Les gaz 
ionises sont des conducteurs. 


3.4 Repartition des charges 

3.4.1 Charge ponctuelle. 

Une charge ponctuelle possede une dimension negligeable par rapport aux 
distances auquelles on se place pour l’etudier. Ainsi, la charge du proton 
est localisee dans une sphere de rayon R p ~ 10~ 13 m. Pour l’electron II, ~ 
3.10 13 m. A des distances superieures a 10 10 m, on pourra considerer ces 
charges comme ponctuelles (Analogie avec le point materiel de la mecanique 
du point). 
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3.4.2 Distribution continues de charges 
Volumique 

La charge totale Q est repartie dans un volume v. 
volu 
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Un volume infinitesimale dv en M contient une charge dq telle que 
dq = p(M)dv 

avec p(M) la densite volumique de charge en C/m 3 . La charge totale st 
donnee par 


Q 


pdv 


Si pour tout point M on a p(M) = constante, alors la charge est uniforme 
et Q = pv. 


Surfacique 

La charge totale Q est repartie sur une surface S avec une densite surfacique 
a(M) — ^ en C/m 2 


La charge totale est donnee par 
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Lineique 

La charge totale Q est repartie sur une ligne avec une densite lineique 
A (M) = ( -^j en C/m 

On a 


Q = 


\di 


3.5 Loi de Coulomb 

Soient deux charges electriques ponctuelles q\ et q 2 immobiles, placees en 
deux points differents A et B separes d’une distance AB = r. 



Les deux charges q\ et q 2 placees en deux points A et B distants de r 
exercent l’une sur l’autre une force a preciser. Ces charges peuvent etre 
positives ou negatives avec la regie: 

Regie: 

Deux charges sont repulsives ou attractives selon qu’elles sont de meme 
signes ou de signes opposees respectivement. 

Loi: 

L ’intensite de la force electro statique entre deux charges electriques est 
proportionnelle au produit des deux charges et est inversement proportion- 
nelle au carre de la distance entre les deux charges. La force est portee par 
la droite passant par les deux charges. Formellement nous pouvons ecrire: 
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avec 


u q lQ2^ 

F 12 = k — u 


_ AB 
u 12 = 

AB 


(3.2) 


k = — = 9A0 9 S.I. (3.3) 

47T£o 

Ls deux charges qi et q 2 sont algebriques et u i2 est le vecteur unitaire de 
la droite AB. c 0 est la permitivite du vide. D’apres le principe de Taction et 
de la reaction 


F 12 — — F 21 (3.4) 

Remarques: 

- La loi de Coulomb n’est valable de fagon stricte que dans le cadre de 
Felectrostatique (charges immobiles dans un repere R) 

- Pour des distances r < 10 ~ 12 m, les charges ne peuvent plus etre consid- 
erees ponctuelles, la loi de Coulomb ne s’applique plus. 

Unite : 

Force F(Newton : N ) 
charges q.i ( Coulomb : C ) 
distance r {metre: m) 

- Le coulomb est l’unite de la charge electrique dans le systeme d’unite 
iternational (SI) 

- Unite de e 0 ; [eo]—C 2 m~ 2 N~ l . 

Application: 

La force de gravitation entre deux masses ponctuelles est donnee par 


— t memo _> 

F g = 


g = 6,6710~ n F/ 


Comparer deux forces, une electrostatique et l’autre gravitationnelle s’exergant 
entre deux electrons 


F g 

F e 


= 9- 


= k 
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Ce qui conduit a 


F k e 2 

1F = 2 = 4 - 1Q42 

F g g m- 

Les forces de gravitation sont en general negligeables devant les forces 
electriques. 


3.6 Principe de superposition 

Considerons une distribution ( D ) de charges ponctuelles q, situees en des 
points Si et soit F = F (M) la force electrostatique exercee par l’ensemble 
des charges de (D) sur une charge q situee en un point M. L’experience 
indique (A admettre comme un principe) que cette force est egale a la somme 
des forces F , qu’exerceraient, separement sur la charge q, chacune des charges 
q, prise isolement. 



Chapter 4 

Champ Electrostatique dans le 
vide 

4.1 Force et champ electrostatique 


Soit 3? une region de Pespace. On dit qu’un champ electrostatique E existe 
dans 3? si une charge electrique q (passive) placee en un point de cette region 
est soumise a Paction d’une force de nature electrostatique F = qE . 

Remarque: 

On suppose que l’introduction de la charge q ne modihe pas le champ E 


E = 


F 

Q 


X Si q > 0, 
X Si q < 0, 


E et F one le irierne support et le meme sens 
E et F one le meme support et des sens opposes. 
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4.2 Champ cree par une charge ponctuelle 
unique 


Une charge active q, placee en A, cree un champ E en tout point de l’espace 


ere 
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Plagons en M une charge passive q' . Elle est soumise a Paction d’une force 


F' = (4.1) 

= c(E (4.2) 

D’ou 

E = k\~u (4.3) 


Remarques: 

C’est le champ cree en M par la charge q. 


4.3 CHAMP CREE PAR PLUSIEURS CHARGES PONCTUELLES35 


■ Si q < 0, E dirige vers q 





■ Si r/,E\ 

■ Si r — > oo, E — > 0 


■ Si r — * 0, On ne peut plus considerer la charge comme ponctuelle: 

Les lois de l’electrostatique ne seront plus valable, on doit appliquer 
d’autres lois liees a l’infiniment petit (Mecanique quantique: cours assure 
a partir de S3) 


4.3 Champ cree par plusieurs charges ponctuelles 


Chaque charge q t cree en M un champ 
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avec r'i = AiM, Ui 


AjM 

AiM 




Le champ resultant en M: 


E 


1 r-T q t _ 

A / O 

47T5o ^ u 

i L 


4.4 Champ cree par une distribution continue 
de charges 

On se ramene a des charges ponctuelles dq. 


4.4.1 Distribution volumique de charges 

Un element de volume dv en A porte la charge dq = pdv assimilable a une 
charge ponctuelle dq cree en M un champ 


d~E 


pdv 

47T£o'r 2 


4.4 CHAMP CREE PAR UNE DISTRIBUTION CONTINUE DE CHARGES37 



Le champ cree en M par toutes les charges contenues dans v sera 



4.4.2 Distribution surfacique de charges 


Soit dq une charge element aire cree en M 

— > crds 

dE = u 

47T£o r 
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4.5 Flux du champ elect rost at ique 

Le champ E est cree par une charge ponctuelle q placee en A. 

4.5.1 Flux de E a travers une surface element aire 

La charge q en A va creer E en M. Le flux de E a travers dS est par 
definition: 


4.5 FLUX DU CHAMP ELECTROSTATIQUE 
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dcf> = EdS cos a 
or 

E= q 
4:ire 0 r 2 

avec r = AM. D'ou 


q dS cos a 

# = l 2 

AttEq 


Definition: 

La quantite dS ™ sa s’appelle angle solide dVL sous lequel, depuis le point 
A, on voit la surface dS. 
d’ou 


dct) = —dn 

4v T£ 0 

Remarques: 

1) ~n est un vecteur normal a la surface (II est oriente vers l’exterieur de 

Le flux de E est appele flux sortant. 

2) Si ~n etait oriente en sens inverse nous aurions 

d0 = -pf-dn 
4vre 0 
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4.5.2 Flux de E a travers une surface finie non fermee 

Le flux total del? a travers S est 



Si 0 = J j s dQ est Tangle solide sous lequel on voit la surface S a partir 
de A, alors 


0 = 


Q 

4tT£q 


n 


4.6 Theoreme de Gauss 


4.6.1 Presentation 


Soit un ensembe de charges, ponctuelles ou non, et une surface fermee S. 
Les charges q ext , situees a l’exterieur de S. creent un champ electrostatique 
dont le flux a travers S est nul. Les charges q in t , a l’interieur de S. creent un 
champ dont le flux est egal a D’ou 


0 = 



S fermee 


Qint 

£o 


Enonce: 

Le flux du champ electrostatique sortant d’une surface fermee S est egal 
au quotient par e 0 de la somme des charges electriques situees a Tinterieur 
de 5. 


4.6.2 Cas d’une distribution continue de charges 


^ ^ Qint. 


pdv 


ou v est le volume a Tinterieur de la surface S. D’ou 


E.dS = - 


pdv 


S fermee 



4.7 EXPRESSION LOCALE DU THEOREME DE GAUSS 
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4.7 Expression locale du theoreme de Gauss 

Soil une destribution de charge (D) contenue dans un volume v delimite par 
une surface fermee S. Soil p la densite volumique de charge. 

Le volume v contient la charge totale q de sorte que 


Q = 


pdv 


Le theoreme de Green Ostrogradsky implique: 


E.dS = 


div E .dv 


Le theoreme de Gauss s’ecrit 


div E .dv = — JJJ pdv 

V V 

d’ou 

div E 

Remarque: 

Dans les regions ou il n’y a pas de 
le flux electrique est conservatif. 

Demarche a suivre pour appliquer le theoreme de Gauss: 

Le theoreme de Gauss permet de calculer facilement le champ cree par 
une distribution de charges possedant une symetrie soit cylindrique, soit 
spherique. La demarche a suivre est la suivante: 

a) Choisir une surface fermee, a travers laquelle on claculera le flux, et 
qui a la meme symetrie que le corps etudie. 

b) Calculer independament: 

i) la charge totale contenue dans cette surface 

ii) le flux de E a travers cette surface 

c) Appliquer la formule du theoreme de Gauss 



£ o 


= P_ 

£ 0 

charges electriques p — 0, div E — 0, 





Chapter 5 

Potentiel electrostatique dans 
le vide 

5.1 Potentiel cree par une charge ponctuelle 
unique 

5.1.1 Definition: 

La presence d’une charge ponctuelle q au point M donne lieu a deux com- 
portements en un point M' de l’espace environnant : 

- Un comportement vectoriel: Le champ electrostatique 

Em = k^u, (5.1) 

- Un comportement scalaire: le potentiel electrostatique 

Vm = k- + cte. (5.2) 

r 

En effet, etant donne que grad(^) = et ~u — -y on aura 

E m = k^~u, (5.3) 

= ( 5 - 4 ) 

= — grad(^-^— ) (5.5) 

= — grad(U) (5.6) 
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Done V = — h const. 

4:7T£or 

5.1.2 Proprieties: 

a) Le champs E s’exprime en terme du potentiel V comme: 

E = - W (5.7) 

avec 

dV = -E.dM. (5.8) 

b) Le potentiel V est toujours defini a une constante pres. 

En effet, 


E = - VP = -V (V + cte) (5.9) 

c) En pratique e’est la d.d.p. ( different ielle de potentiel) qui a un sens 
physique et non pas V (puisqu’il est toujours defini a une constante arbitraire 
pres) 

d) Le champ electrique est oriente vers les potentiels decroissants. 

e) L’unite du potentiel est le volt 

f) Composantes de E: 

En coordonnees cartesiennes: 


fdV^ dV -> dV -* 


En coordonnees cylindriques ( eZ. k 


-> (dV_> IdV^ dV 

E -~\Jf e “ + ^ ev + ~Si k 


(5.10) 


(5.11) 


Lignes de champ 

Les lignes de champ sont des courbes tangentes en chaque point au champ 
E m . Elies representent l’orientation du champ electrique resultant en un 
point de l'espace. 


Regies pour la representation graphique: 
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1. Les lignes de champ sont continues entre les charges positives et nega- 
tives. Les lignes de champ sont produites par les charges positives et ab- 
sorbees par les charges negatives. 

2. Le nombre de lignes de champ produites ou absorbees par une charge 
est proportionnel a la grandeur de la charge (une charge +2 q produit deux 
fois plus de lignes qu’en absorbe une charge —q). 

3. Les lignes de champ doivent respecter la symetrie de la distribution 
des charges. 

4. Les lignes de champ ne doivent pas se croiser. 

5. En s’eloignant de la distribution de charges, les lignes de champ sem- 
blent provenir d’une charge ponctuelle de valeur egale a la charge nette de la 
distribution. 


5.2 Potentiel cree par un ensemble de charges 
ponctuelles 


T . r creent au point M. 

Les charges {<?i, ^ 1 E u E 2 , ..., E ,, 


Er 


i=l 
1 


E- 


Ek£o j r ; 


i \ ^ 4 r — 1 

> v gtgrad 


(5.12) 


Le potentiel cree en M est 


V = - ^ — + const. 

47T£ 0 ^ Ti 
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5.3 Potentiel cree par une distributon con- 
tinue de charges 


5.3.1 Distribution volumique: 

' pdv 


E 


:V = k 


pdv 


+ cst. 


(5.13) 


5.3.2 Distribution surfacique: 

‘ads 


E 


: V = 


ads 


+ cst. 


( 5 . 14 ) 


5.3.3 Distribution lineique: 


E 


Adi 


Adi 


: V = / / / + cst 


5.4 Quelques definitions import antes 

5.4.1 Les surfaces equipotentielles 
Definition: 

Une surface equipotentielle est une region ou la valeur du potentiel electrique 
est la meme en tout point, c’est a dire que V (x, y, z ) = cte. 

En effet, sur ces surfaces, on a : 


dV 


(vv) dM. 

— E m - dM . 
0 


Ce qui signifie: 


E M-AdM. 
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Caracteristiques des equip otentielles: 

- Le potentiel electrique est une constante en tout point de la surface. 

- Le champ electrique est perpendiculaire a la surface equipotentielle. 

- Le sens du champ electrique defini le sens ou il y a une chute de potentiel. 

- Plus les equipotentielles sont rapprochees, plus le champ electrique est 
de module 

eleve. 

5.4.2 Travail d’une force electrostatique 

Soit E un champ dans une region de l’espace. Une charge passive q' dans 
ce champ est soumise a la foce F = q' E . Si q' subie un deplacement dl le 
travail sera: 


dr = q' E dl 
= -q'dV 


5.4.3 Equation de Poisson et de Laplace 

Rappelons que le theoreme de Gauss se traduit par la propriete locale 


Comme E = — V V on a 


div E = — 
£ o 


Or 


div (VU) 


Zl 

£o 


div (Vb) 


AU 

/ d 2 d 2 d^_\ 
+ d^ + d^) 


Ceci implique l’equation suivante 
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AV + — = 0 
£o 

appelee equation de Poisson. 

Si p = 0 ( absence de charges) 

div E = 0 

alors le champ E est a flux conservatif ce qui implique 

AV = 0 

dite equation de Laplace. 



Chapter 6 

Conducteurs en equilibre 


6.1 Loi de conservation de la charge 

Les conducteurs sont des milieux contenant des charges libres (positives ou 
negatives) pouvant etre mises en mouvement sous Taction d’un champ elec- 
trique. Parmi les conducteurs, on peut citer les metaux, les semiconducteurs, 
les electrolytes ou encore les gaz ionises. 

A Finterieur d’un systeme isole constitue par plusieurs conducteurs, des 
deplacements de charges peuvent s’operer : 

- par frottement de corps non charges prealablement, 

- par contact de deux corps, si l’un des deux corps ou les deux sont 
charges initialement, 

- par F influence de corps charges sur un corps isole place en leur voisinage 


Enonce: 

Dans un systeme isole, la charge electrique se conserve : 

5 > = ° ( 6 - 1 ) 


Par exemple, un atome non ionise se comporte comme une particule elec- 
triquement neutre. 
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6.2 Equilibre electrostatique: Theoreme de 
Coulomb 


On definit la condition d’equilibre d’un conducteur comine impliquant Fimmobilite 
des charges contenues a l’interieur de ce conducteur. 

Cela a pour consequence qu’en tout point interieur au corps, le champ 
E int est mil (de sorte que E int = q E int = 0 ). 

L’equation locale : 

div E int = ^ (6.2) 

£ o 

entraine que l’equilibre s’exprime finalement par : 

Eint = o p int = 0 (6.3) 

II ne peut y avoir de charges libres a l’interieur d’un conducteur en equili- 
bre et le champ electrique a l’interieur y est toujours nul. 

Deux cas peuvent se presenter suivant que le corps est neutre ou charge 

■ Corps conducteur neutre 

On a : 

Pint. = 0 ( en volume ) a = 0 (en surface ) 

Eint 0 hint Cte Vq 

- Le volume occupe par la matiere conductrice est un volume equipoten- 
tiel, et la surface qui le limite est au meme potentiel. 



L’equation de Laplace, valable dans l’espace vide ou p = 0, est done 
applicable aux conducteurs en equilibre. 

- A l’exterieur du corps, le theoreme de Gauss entraine que E ext = 0 . 

■ Corps conducteur charge 

La condition d’equilibre des porteurs de charge entraine toujours : 
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Ei n t = 0 d’ou Pi = e 0 divE = 0 d’une part et Vi nt = cte = Vo d’autre 
part. 


La charge ne peut se repartir que sur la surface, celle-ci est 
equipotentielle.Les conditions de passage du champ E a 
travers la surface donnent : 

une 

surface 

o)Et ext Et i n f 0 


(<T> O) _ 

i E 

Parconsequent, au voisinage de la surface, 



E ne peut etre que normal a la surface. J 


E = o’ 

int. j 

d nl = y J 

b)(E ext — E int)-N = ^ 


1 

ou N est le vecteur unitaire de la normale sortante. 

*E 

\e 

Comme E int = 0, on a: 



E ext — — -N 
£ 0 


(6.4) 


Si a ) 0,le champ est dirige vers l’exterieur, 

Si a ( 0,il est dirige vers l’interieur. 

Cette relation, qui traduit que les lignes de champ sont normales a la 
surface 

du conducteur, constitue le theoreme de Coulomb. 

■ Consequences 

- Dans le cas d’un conducteur spherique charge, le champ sur la surface 
a pour expression : 

Q - 


E = 


(6.5) 


A-keR 2 

comme si la charge Q etait placee au centre de la sphere. 

- Comme a = , on en deduit que, pour une charge Q donnee, la 

densite 

surfacique o est d’autant plus elevee que le rayon de courbure est petit 
(pouvoir des pointes : sur une pointe, a et par consequent le champ E peuvent 
atteindre des valeurs tres elevees). 


6.2.1 Pression Electrostatique 

Soit dS un element de surface sur un conducteur charge d’une densite sur- 
facique a. Le theoreme de Gauss applique au cylindre elementaire indique 
sur la figure donne: 


52 


CHAPTER 6 CONDUCTEURS EN EQUILIBRE 


E\ds + Eids 


ads 

£o 


Le champ exterieur cree par l’element dS seul est done: 


Ei 


a 

2 Sq 


N 



Or le champ exterieur au voisinage de dS pris sur le conducteur charge 
est E = . On en deduit que le champ cree par le reste du conducteur 

(conducteur prive de dS ) est: 

E 2 — E — Ei = — N 
2e 0 

L’element adS « ne voyant pas » son propre champ, ne subit que Taction 
du champ E 2 . II en resulte une force : 

2 

dF = adSE 2 = dSN 
2e 0 

On peut ainsi dehnir une pression electrostatique s’exergant en tout point 
de la surface du conducteur charge : 


dF _ a 2 
dS 2e 0 


(6.6) 


ou encore 

P = \ £ o e2 (6-7) 

ou E est la norme du champ a la surface du conducteur. 
dF est toujours normale a la surface du conducteur, et dirigee vers l’exterieur, 
quel que soit le signe de la charge. 
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6.2.2 Influence de deux conducteurs charges. Theoreme 
de Faraday 


Influence partielle 

Soit deux conducteurs (Ci) et ( C 2 ) • On suppose que, initialement (Ci ) 
est charge avec une densite oq > 0, et C 2 est neutre. 


Des que l’on approche (C'i) de (C 2 ), 
il apparait sur la surface de (C 2 ) : 
une densite de charge a 2 < 0 sur 
la partie faisant face a (C| ) et une 
densite rr 2 >() sur la partie opposee. 

Les densites sont de signes contraires 
pour assurer la neutrality de (C 2 ). 

Les lignes de champ ont Failure indiquee sur la figure : elles partent de 
(Ci) perpendiculaires a la surface et aboutissent a (C 2 ) egalement perpen- 
diculaires a la surface. On considere le tube de champ de section dS\ sur 
(Ci) : il va delimiter sur (C 2 ) une section dS 2 - Le flux sortant de ce tube est 
mil, car aucun flux ne sort de la paroi laterale ( E tangent a la paroi) ni des 
calottes dS\ . dS 2 ( E mil a l’interieur des conducteurs). 

Le theoreme de Gauss applique a ce tube donne : 



E.dS = 0 


/* ^ dint 


soit: 


Y, Qi = 0‘2d5'i + <JidS 2 


Les charges (j\dS\ et u 2 d,S' 2 qui se font face sur deux elements de surface, 
correspondants sont egales et opposees (theoreme de Faraday). 

L’influence est dite partielle car seule une partie des lignes de champ 
issues de (Ci) aboutit a (C 2 ). 
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Influence tot ale 

Si l’un des deux corps (C 2 par exemple) 
entoure totalement l’autre, il y a 
correspondance totale entre les charges 
de la surface (S 1 ) de (C x ) et la surface 
interne (S 2 ) de (C 2 ). 

On peut alors ecrire: 

Q i = /(sp vidSi = - f (Sz) a 2 dS 2 

Les charges globales portees par les deux surfaces en regard sont egales 
et opposees. 

On peut done resumer la situation de la maniere suivante : 

- dans la partie massive de (C\) : E x = 0 , 

- sur la surface de (C'i ) : charge Q\ > 0 creant E 2 , 

- sur la surface interne de (C 2 ) : charge —Qi, 

- dans la partie massive de (C 2 ) : E — 0 , 

- sur la surface externe de (C 2 ) : apparition de la charge Q\ pour assurer 
la neutralite de ( C 2 ) (si Ton suppose (C 2 ) neutre au depart), 

- a l’exterieur des deux conducteurs : le champ E ext est celui cree par la 
seule charge 0 \ portee par la surface externe de (C' 2 ). 



6.2.3 Capacite d’un conducteur unique 


Soit un conducteur porte au potentiel V. 

II apparait alors sur sa surface, 

une charge q definie par: 

q = j j adS 

(S) 

Si le potentiel devient V±, puis V2, 


a 



puis V3, la charge devient q\ . q 2 . q:>. 

Les relations charge-potentiel etant lineaires (par exemple, l’equation lo- 
cale V — —f- est lineaire car si on multiplie p par un facteur A, le potentiel 
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sera lui aussi multiplie par A), on peut ecrire : 

q_ _ <h _ _ Ql 

V ~ V 3 ~ V 2 ~ V 3 

Le coefficient de proportionnalite C. independant de q et de V. est appele 
la capacite du corps conducteur. II se mesure en farad (F), si q est en coulomb 
et V en volt. 

6.2.4 Systeme de n conducteurs en equilibre 

Pour simplifier, on se limite a un systeme de trois conducteurs. II s’agit 
de trouver les relations entre les charges et les potentiels des differents con- 
ducteurs. Pour cela, on definit trois etats d’equilibre auxquels on applique 
ensuite le principe de superposition. 



l er etat : conducteur n° 1 an potentiel V] > 0 par exemple, les autres au 
potentiel 0 . 

2 e etat : conducteur n°2 au potentiel V 2 , les autres au potentiel 0. 

3 e etat : conducteur n° 3 au potentiel V 3 , les autres au potentiel 0. 

1 er etat : Qi i • Qai • Qsi etant les charges portees respectivement par les 
conducteurs 1, 2, 3, on a : 

Qu — CnVi 

Q 21 = C 2 l\ 1 
Q 31 — CVi Vi 

avec 

\C 2 i + C 31 I -< C 11 (influence partielle) 


C\ 1 > 0 

C 2 i < 0 car charge Q 21 < 0 
C31 < 0 car charge Q 31 < 0 


2 e etat : 
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Q 12 = C12V2 
Q22 — C22V2 
Q32 = C32V2 

3 e etat : 

Ql 3 — C13V3 
Q23 — C23V3 
Q33 = C33V3 

Superposition des potentiels : 

Vl + 0 + 0 = V 1 
0 + V 2 + 0 = V2 
0 + 0 + V3 = V3 
Superposition des charges : 

Q 1 = CnEi + C 12 y 2 + C 13 C 3 
Q2 = C2J \'\ + C22V2 + C23V3 
Q 3 = C31V1 + C32V2 + C33V3 

constitue la matrice des coefficients d’influence du systeme des trois con- 
ducteurs. 

On peut generaliser la relation entre charges et potentiels a un systeme 
de n conducteurs. Sous forme matricielle, cette relation s’ecrit : 

[ft] = [cy [Vj\ ( 6 . 8 ) 

ou les indices i et j varient entre 1 et n. Cette ecriture signifie que, pour 
chaque valeur de 1 . il faut sommer cette expression sur j. 

Proprietes de la matrice C : 

- elle est symetrique : C l3 = Cji (identite de Gauss), 

- les termes diagonaux sont positifs : C n > 0, ils constituent les coefficients 
de capacite, 
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- les termes non diagonaux sont negatifs : C. LJ < 0, ce sont les coefficients 
d’ influence. 

■ Cas particular d’un systeme de deux conducteurs en influence totale 
On a : 

Qi — C u \ i + C12V2 

Q2 = C21 Vj + C22V2 avec C'21 = C\2 


Si le corps (2) entoure le corps (1), l’influence est totale, on a alors : 




Q2 — —Qi j 

=>■ O12V 1 + O22V2 = — OnVi — O12V22 f 

/r 11 

(: : (e): j 
v ^ Q yJ 

quels que soient V^et V2. 
On en deduit : 


On = C22 = — C12 


En posant Cn = C, on peut ecrire : 


Qi = CSV, - V 2 ) 

(6.9) 

Q 2 = C{V 2 - El) 

(6.10) 

Le systeme const it ue un condensateur et C 

represente sa capacite. Dans 


la recherche des coefficients d’influence d’un systeme de conducteurs, il ar- 
rive que les equations soient plus faciles a ecrire en exprimant les potentiels 
en fonction des charges V = plutot que les charges en fonction des 

potentiels Q = g(Vi). On arrive a une relation matricielle de la forme : 

m = [Aj] Wi] 

ou la matrice D est la matrice inverse de la matrice C des coefficients 
d’influence. Pour obtenir ces derniers, il suffira done d’inverser la matrice D. 
ou Ton considere le cas d’un systeme de trois spheres conductrices. 

Exemple : Spheres conductrices en influence 

Soit deux spheres conductrices chargees, 

de rayons Ii\ et R 2 , dont lescentres sont distants de d, tel que d 

Ri , i?2 • On demande de calculer 
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les coefficients de capacite C\ i , C'22 et les coefficients d’influence C 12 et 
C21 d’un tel systeme. 

La superposition des etats d’equilibre permet d’ecrire : 


Vi — DnQi + D12Q2 

V 2 = D 2 iQi + D22Q2 




La distance d etant tres grande comparee a R\ et II2 ■ on peut assimiler le 
potentiel de (Si) du a ( S2 ) au potentiel cree par (S2) au centre Oi, soit 
En faisant de meme pour le potentiel de (S2) du a (S'i ). on peut ecrire : 


T / KQl 1 KQ 2 


Ri 
_ KQ 2 


d, 

KQ 1 


D = K 


T/ W2 1 Ayi 

- — + ~rT 



La matrice C des coefficients de capacite et d’influence est alors obtenue 
en prenant l’inverse de la matrice D. On trouve : 


R 2 /K 

22 1 - RiR 2 /d 2 

-R.xR.2lK 

~ d( 1 - RiR 2 /d 2 ) 

On verifie bien que : 

- la matrice C est symetrique :Cu = C2 1 • 

- Cn et C22 sont positifs. 

- C12 et C21 sont negatifs. 

En faisant tendre d vers l’infini, on retrouve la capacite de la sphere ,51 
seule, 
soit : 


Ri/K 

1 - RiR 2 /d 2 


C\\ — A.nsoR\ 
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6.2.5 Capacite d’un condensateur 

Soit : 


Q _ -Q 
V 1 -V 2 ~ V 2 - El 


( 6 . 11 ) 


on voit que la connaissance de la charge Q\ (ou Q 2 ) et de la difference de 
potentiel (d.d.p.) (V\ — V 2 ) permet de determiner la capacite C du conden- 
sateur. 

Lorsque des considerations de symetrie permettent d’appliquer le theoreme 
de Gauss, le calcul de la capacite C peut se faire tres aisement. 

■ Condensateur spherique 

Les deux armatures du condensateur 
sont deux spheres concentriques 
de rayons R, et R 2 . 

Pour un point M, situe entre les deux 
armatures et telque OM=r, on peut ecrire: 

E = K%e r 

dV = -Edr =>V = K + cte 

r 

La d.d.p. entre les deux armatures est done : 



E -E 2 



1 

R2 


et comme C = v ®} v , il vient : 

C = 47r£ ° ( ^ 6 ' 12 ' 1 
■ti 2 — 

Le conducteur spherique de rayon R\ pris tout seul, peut etre considere 
comme une armature d’un condensateur spherique dont la deuxieme arma- 
ture de rayon R 2 est rejetee a l’infiui. En faisant tendre R 2 vers l’infini 
dans l’expression precedente, on retrouve bien la capacite d’un conducteur 
spherique C = AneoRi. 

■ Condensateur cylindrique 
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Les armatures sont constituees par deux 
cylindres coaxiaux. Entre ces deux armatures, 
le theoreme de Gauss permet d’ecrire: 

E 2 nrh = — ^ E = „ , e r 

On en deduit: 

y y = Q i r R2 dr = 

D'ou la capacite: 

si Q i 2-Keph 

- Vi-Va _ ln§a 

Rl 


Qi i n Rs 
2tt£qH Ri 






■ Condensateur plan 


Les armatures sont constituees par deux 
plans paralleles de surface S, distants de e. 
Supposons que la premiere est chargee 
positivement d’une densite + rr et la 
deuxieme negativement d’une densite — a. 
Entre les deux armatures, ona: 

Ei = 27^12 pour la l re armature, 

E 2 = U‘2 1 pour la deuxieme. 

Le champ total est done: 



E 


E\ + E 2 — — it 12 


On en deduit : 


D’ou 


Vi-V 2 = Ee = — 
£o 


Qe 

^ S 


c Q 

Vi-V 2 


£_o S 
e 


( 6 . 13 ) 
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6.2.6 Association de condensateurs 
Association en serie 


La charge Q se conserve: 

toutes les armatures de rang 

impair portent la meme charge + Q. 

toutes les armatures de rang pair 

la meme charge — Q: 

Q — C\ hi 2 = C 2 V 23 = C3V34 
Les d.d.p. s’ajoutent pour donner 



V : 

V12 + V23 + V34 = 1 


On en deduit : 

9_ + 9_ + 9_ = V = 

^1 ^2 ^3 

La capacite equivalente est done donnee par 


Q 

c 


1 _ 1 1 1 
/~i d" "h /~i 
L Cl L'2 O3 


Association en parallele 


La d.d.p. se conserve; 

elle est commune a tous les condensateurs: 

r Qi = C X V 
< q 2 = c 2 v 
k Qs = C 3 V 

Les charges se repartissent differemment, 

l’ensemble donnant la charge 0 = CV. 

On en deduit: 



C{V + C 2 V + C 3 V = CV 
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D’ou la capacite equivalente : 


Ci + C 2 + C 3 = C 


6.2.7 Methode de resolution 

Une methode generate de resolution de problemes electrostatiques en presence 
de conducteurs, consiste a resoudre l’equation de Laplace AV = 0, dans le 
vide entourant le conducteur, en tenant compte des conditions aux limites qui 
sont generalement : potentiel nul a l’infini et potentiel fixe sur le conducteur 
lui-meme. Cette methode repose sur le theoreme d’unicite, qui exprime que la 
solution de l’equation de Laplace verifiant les conditions aux limites donnees 
est unique. 

II existe des techniques theoriques ou experiment ales qui permettent de 
resoudrel’equation de Laplace. L’expose de ces techniques sort du cadre de 
cet ouvrage. En dehors du cas general, lorsque les conducteurs ont des formes 
simples, on peut utiliser les memes methodes que dans le cas des distributions 
de charges dans le vide, a savoir : 

- en part ant des expressions element aires d,E et dV relatives a une charge 
dq et en les integrant sur la surface des conducteurs, 

- en appliquant le theoreme de Gauss si des symetries favorables se presen- 
tent, 

- en utilisant le principe de superposition des etats d’equilibre. 

On peut parfois utiliser une methode dite methode des images : elle 
consiste a associer au probleme A un probleme B. sachant que les problemes 
A + B et A ont une solution commune dans la region de l’espace concernee, 
et que A + B sera plus facile a resoudre. 

Exemple: La methode des images 

On considere un plan conducteur (7r), relie au sol, et soumis a l’influence 
d’une charge ponctuelle +q placee au point P. On demande de determiner 
la densite de charge a apparaissant sur (7r), ainsi que la force d’attraction 
entre +get (7r). 
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E+ 


conducteur (7r) au potentiel nul), 
il faut trouver un probleme B qui, 
associe a A, donne un potentiel 
nul sur le plan(7r). 


Le probleme A etant defini ainsi: 
(charge +q placee en P, plan 



+ Q 


P 


u 




La solution est evidente: une charge -q placee en P, symetrique de P par 
rapport a (7r), qui sera associee a +q en P en l’absence du ;plan conducteur: 
l’ensemble des deux charges donnera bien un potentiel nul sur le plan(7r). 

On dit que la charge — q placee en P est l’image de la charge +q placee 
en P par rapport au plan (7r). 

L ’introduction de cette image facilite le calcul. En effet, le champ E en 
tout point de (7r) s’obtient par : 


Theoreme de Coulomb: 


La force exercee par le plan conducteur (7r) sur la charge q est egale a la 
force exercee par 1’ image —q sur la charge q 


E(M ) = E + + = 2 E + cosOu 




